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У статті досліджено властивості Пуасонівських прихованих марковських моделей 
(ППММ) та показано практичну можливість їх використання для прогнозування 
часових рядів, які мають марковські властивості. 
Ключові слова: Пуасонівські приховані марковські моделі, марковські процеси, 
прогнозування часових рядів, функція (оцінка) правдоподібності, ймовірність. 
 
Вступ. Приховані марковські моделі (ПММ) широко використовуються 

не тільки для таких класичних галузей, як розпізнавання образів, розпізнавання 
генетичних ланцюжків ДНК та інших. Нами розроблена модель використання 
ПММ для аналізу та прогнозування фінансово-економічних часових рядів [1, 
2]. 

Постановка задачі. Пуасонівські приховані марковські моделі (ППММ) 
є різновидом ПММ. ППММ є дискретними часовими стохастичними процесами 
   Nttt YX , , такими що   NttX   є недосліджуваною нескінченою множиною 

марковських ланцюжків та   NttY   є досліджуваною послідовністю випадкових 
змінних, залежних від   NttX  . Це змодельоване припущення про те, що 
умовний розподіл кожного досліджуваного tY  задається послідовністю   NttX   і 
залежить виключно від одночасно недосліджуваних tX . Більш того, задані 
  NttX   та   NttY   є послідовностями умовно незалежних спадкових величин. 
Якщо ми припустимо, що для кожного t , tY , який задає множину tX , є 
пуасонівською випадковою величиною, то будемо мати так звані ППММ. У 
цьому випадку tX  визначає паусонівський параметр, який використовується 
для генерації tY . 

Нехай існують деякі зауваження та припущення. Припустимо 
недосліджуваний процес   NttX   є дискретним, однорідним, апереодичним і 
нескорочуваним марковським ланцюжком на скінченному просторі станів 

 mS X ,...,2,1  [3, 4]. Ми позначимо через ji ,  перехідну ймовірність від стану i  
на момент 1t  в стан j  на момент t  (для будь-яких станів i , j  на будь-який 
момент t ). Тобто    iXjXPiXjXP ttji   121, . 

Нехай  ji ,Ω   буде  mm  транзитивною матрицею ймовірностей з 
сумою всіх




XSj

ji 1,  для будь-яких XSi . Граничний розподіл 1X  є 

початковим розподілом і позначається   m ,...,, 21 , де  iXPi  1  для 
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будь-яких mi ,...,2,1  та 



XSi

i 1 . Як безпосередня послідовність припущень на 

марковському ланцюжку   NttX     є стаціонарним розподілом та дорівнює 
Ω  . Тобто   є лівим власним вектором матриці Ω , повязаний з власним 

значенням 1, яке завжди існує, оскільки Ω  є стохастичною матрицею [4]. 
Тепер розглянемо досліджувану послідовність   NttY  . У ППММ кожна 

досліджувана величина tY , обумовлена на tX , є пуасонівською для будь-якого 
t . Якщо tX  знаходиться в стані i  ( NtSi X  ; ), тоді умовний розподіл tY  є 
пуасонівською випадковою величиною з параметром i  для кожного Ny . 
Залежні від стану ймовірності задаються 

  !
,

y
ttiy

y
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При цьому 




Ny

iy 1,  для кожного XSi . 

Оскільки   NttX   строго стаціонарний процес, то досліджуваний процес 
  NttY   є строго стаціонарним. Тим більш tY  для кожного t  має граничний 
розподіл 

 
        




XXX Si
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ttt
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ttt iXPiXyYPiXyYPyYP , , 

 
який є скінченою сумішшю пуасонівських розподілів. Більш того, легко 
показати, що очікувана величина tY  для кожного t  задається 
 

  



XSi

iitYE  . 

Нарешті зауважимо, що величини tY  є понадрозподіленими. Це вказує на 
те, що відхилення більше за середнє значення. Фактично, 
        tt YEDYV 2  для будь-якого t  при   m ,...,1  та 

 diagD   [5]. 
Результати досліджень. ППММ була нами введена залежною від 

множини параметрів: початково-стаціонарного розподілу   m ,...,, 21 , 
транзитивних ймовірностей ji ,   XSji ,  та ймовірностей, залежних від стану 

iy ,   XSiNy  , . 
Зараз ми дамо деякі оцінки для цих параметрів. Зокрема, ми шукаємо 

максимально правдоподібні оцінки mm 2  перехідних ймовірностей ji ,  з ji  , 
тобто недіагональних елементів матриці Ω , і максимальних оцінувачів 
правдоподібності від m  пуасонівських параметрів i , що мають у собі 
станозалежні імовірності iy , . Використовуючи оцінену матрицю Ω , ми також 
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задаємо оцінювач початкового розподілу   від Ω  . Позначимо через   
вектор невідомих параметрів, щоб оцінити їх вектором максимальної 
правдоподібності 

   mmm  ,...,,,...,, 11,3,12,1 , 
 
а через Φ  позначимо простір параметрів. 

Нехай   Tyyy ,...,1  вектор досліджуваних даних, тобто послідовність T  
реалізацій стохастичних процесів   NttY  , вектор y  є неповним, оскільки 

послідовність станів ланцюжка   NttX   є відсутньою. Нехай   Tiix ,...,1  буде 

вектор недосліджуваних станів ланцюжка   NttX  . Таким чином  TT yiyi ,,...,, 1  є 
вектором повних даних. 

Функція правдоподібності повних даних  c
TL  визначається як об’єднана 

ймовірність T  досліджень і T  недосліджуваних станів. Використовуючи 
марковську залежність, умовно-незалежні і одночасно залежні умови, ми легко 
отримуємо 

    





T

t
iyiiiyiTTTT

c
T tttt

iXiXyYyYPL
2

,,,11111 111
,...,,,...,  , 

підсумовуючи Tii ,...,1  з обох боків, ми отримуємо функцію правдоподібності 
неповних даних: 

      
   




X X XT

tttt
Si Si Si

T

t
iyiiiyiTTT yYyYyYPL

1 2

111
2

,,,12211 ...,...,,  , 

 
де iy ,  є станозалежною ймовірністю ty , зумовленою на стані ti   Tt ,...,1 : 

 
!,

t

y
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   (1) 

Для того, щоб знайти оцінувач максимальної правдоподібності  , ми 
розв’яжемо систему правдоподібності, але дуже тяжко знайти аналітичне 
розв’язання, тому ми змушені використовувати чисельний метод. Оскільки ми 
маємо справу з неповними даними, ми застосуємо ЕМ-алгоритм [6], який 
базується на ітеративній процедурі з двома кроками на кожній ітерації: перший 
крок, Е-крок, забезпечує очікування, другий крок забезпечує максимізацію. 

Нехай   ;Q  функція визначена на Е-кроці: 
 

    yLEQ c
T   ln;  , 

для кожного заданого вектору   , що має відношення до простору параметрів 
Φ . 
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Демпстер, Леад, Рубін [7] в 1977 році довели, що достатньою умовою для 
максимізації  TL  є максимізація   ;Q  по відношенню до  . Особливо не 
деталізуючи, ітеративна схема ЕМ-алгоритму буде наступною. 

Нехай )(k  буде вектором оцінки, що отриманий на k -ій ітерації: 

  
)()(

1
)(

1,
)(

3,1
)(

2,1
)( ,...,,,...,, k

m
kk

mm
kkk  , 

 
а на  1k -ій ітерації Е та М кроки задаються наступним чином: 

 Е-крок – дано )(k , обчислюємо     yLEQ c
T

k
k 


ln; )(

)(  ; 

 М-крок – шукаємо )1( k , яка максимізує  )(; kQ  .  
Тобто, 

   )()()1( ;; kkk QQ    
для будь-яких Φ . 

Кроки Е та М повинні повторюватися, доки послідовність величин 
правдоподібності   )(ln k

TL   не зійдеться, тобто доки різниця  
 

   )()1( lnln k
T

k
T LL    

 
не стане меншою або рівною достатньо малій величині. 

Коли деяка послідовність умов на просторі параметрів Φ та на функціях 
 TL  і  )(; kQ   задовольняється, ми можемо сказати, що алгоритм сходиться 

на  1k -ій ітерації. Коли   )1()1( ln;  k
T

k L   є стаціонарною точкою, та 

  


 )1()1(
1

)1(
1,

)1(
3,1

)1(
2,1

)1( ,...,,,...,, k
m

kk
mm

kkk   є оцінкою максимальної правдоподіб-
ності невідомого параметру  . 

Для ПММ поверхня правдоподібності є нерівномірною та 
характеризується багатьма локальними максимумами або стаціонарними 
точками. Зрозуміло, що стаціонарна точка, для якої ЕМ-алгоритм сходиться, 
може і не бути глобальним максимумом. Таким чином, для того щоб визначити 
глобальний максимум, вибір початкової точки є визначальним. 

Застосування алгоритму для пошуку оцінки невідомих параметрів з ЕМ-
алгоритмом може бути спрощено за допомогою використання ймовірностей 
«вперед» та «назад», які були введені Баумом у 1970 році [8]. Імовірність 
«вперед», яка позначається  it , є об’єднаною імовірністю попереднього та 
даного дослідження. Та даний стан ланцюжка такий 

 
   iXyYyYPi tttt  ,,...,11 . 

 
У той час, як зворотна імовірність (імовірність «назад»), яка позначається 

 it , є імовірністю майбутніх досліджень, зумовлених теперішнім станом 
ланцюжка 
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   iXyYyYPi tTTttt   ,...,11 . 
 
Імовірності  it  та  it  можуть бути рекурсивно обчислені наступним 

чином:  
   iyii ,1 1

  , де mi ,...,2,1  (2) 

    jy
Si

jitt t

X

ij ,,1  







 


 , де Tt ,...,2  та mj ,...,2,1  

 
для імовірностей «вперед», та 

   1iT , де mi ,...,2,1  (3) 
   





X

t
Sj

jitjyt ji ,1,1
 , де 1,...,1 Tt  та mi ,...,2,1  

для ймовірностей «назад» [5]. 
Потім ми отримаємо наступні вирази для функцій  )k(;Q   на Е-кроці 

 1k -ої ітерації ЕМ-алгоритму [9] 
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, (4) 

 
де  ik

t
k

iyt

)()(
, ,  та  ik

t
)(  обчислені згідно з формулами (1), (2) та (3) відповідно, 

використовуючи значення параметру )(k , який обчислений у k -тій ітерації. У 

той час, як )k(  обчислена як (k))()( Ωkk   . 
Слід зауважити, що  , стаціонарне припущення, містить дані про 

матрицю транзитивних ймовірностей Ω , оскільки 



XSi

jiij ,  для кожного 

XSj . Тим не менш, для великих T  ефект   є незначним [10]. Тим паче, на M  
кроці  1k -ої ітерації для того, щоб отримати )1( k , ми можемо проігнорувати 
перший додаток у формулі (4), коли максимізується  )(; kQ   у відношенні до 

mm 2  параметрів ji , . 
Вираз для оцінки максимальної правдоподібності ji ,  отриманий на 

 1k -ій ітерації ЕМ-алгоритму, задається [9] 
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для кожного стану i  та кожного стану j , ij   марковського ланцюжка  tX . 
Оцінювач максимальної правдоподібності i , отриманий на  1k -ій 

ітерації ЕМ-алгоритму, задається співвідношенням 
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                                             (6) 

для будь-якого стану i  марковського ланцюжка  tX . 
Леруа та Бікель, Рітов, Райден [11-15] довели, що оцінювачі в формулах 

(5) та (6) несуперечливі та асимптотично нормальні. 
Висновки. Досліджені нами властивості ППММ показують практичну 

можливість їх використання для прогнозування часових рядів, які мають 
марковські властивості. 
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Баклан И.В., Степанкова А.А. ПУАСОНОВСКИЕ СКРЫТЫЕ МАРКОВСКИЕ 
МОДЕЛИ 
В статье исследованы свойства Пуасоновских скрытых марковских моделей 
(ППММ) и показана практическая возможность их применения для прогнозирования 
временных рядов, которые имеют марковские свойства. 
Ключевые слова: Пуасоновские скрытые марковские модели, марковские процессы, 
прогнозирование временных рядов, функция (оценка) правдоподобности, 
вероятность. 
 
Baklan I.V., Stepankova А.A. POISSON’S HIDDEN MARKOV’S MODELS  
Properties of Poisson’s hidden Markov’s models (PHMM) were studied in the paper and 
practical possibility of their application for prediction of time series that have Markov’s 
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